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Werkzeuge fiir dieses Blatt.
Fiir eine Massendichte p(Z) ist der Schwerpunkt

1

1
5 = —/ p(%) 7 d3x, M :/ p(Z) d3z.
Der Trégheitstensor beziiglich des Ursprungs ist
Lik = /K p(Z) (52% - ﬂfjxk) d’z.

Fiir eine ebene Fliche ersetzt man pd3z durch o dA. Fiir eine Verschiebung des Bezugspunktes
vom Schwerpunkt S zu einem Punkt P mit 7= S? gilt der Tensor-Satz von Steiner

IJ(]];) = Ig(lf) + M (TQ(Sjk — Tj?"k) .
Fir eine einzelne Achse mit Abstand d ist das die bekannte Form

Ip=1Ig+ Md?.

1 Direktes Integrieren

Aufgabe 1: Rechteckige Platte mit konstanter Flichendichte

FEine diinne homogene rechteckige Platte liegt in der xzy-Ebene. Thre Seitenldngen sind 2a¢ und 2b, ihr
Mittelpunkt liegt im Ursprung, und ihre Flichendichte sei konstant .
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1. Stellen Sie M als Integral auf und driicken Sie og durch M, a,b aus.

2. Berechnen Sie I11, Is2, I33 beziiglich des Ursprungs.

3. Berechnen Sie die Produkte I19, I13, I23. Begriinden Sie jeweils mit Symmetrie, bevor Sie integrieren.
4. Schreiben Sie den vollstdndigen Trégheitstensor I (%) als Matrix.

5. Priifen Sie Ihr Ergebnis mit dem Satz der senkrechten Achsen fiir ebene Korper: I35 = I11 + Ioo.



Aufgabe 2: Vollzylinder mit konstanter Massendichte

Ein homogener Vollzylinder mit Radius R, Héhe h und Gesamtmasse M liegt symmetrisch um die z-Achse.
Der Schwerpunkt liegt im Ursprung, also gilt z € [—h/2, h/2].
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1. Schreiben Sie das Volumenelement in Zylinderkoordinaten auf und bestimmen Sie pg aus M.
2. Berechnen Sie I35 durch Integration iber Kreisscheiben oder direkt in Zylinderkoordinaten.
3. Berechnen Sie I1; und Iss. Nutzen Sie dabei Symmetrie so weit wie moglich.

4. Begriinden Sie, warum alle Nichtdiagonalelemente verschwinden.

5. Schreiben Sie den Tragheitstensor I (%) als Matrix.

Aufgabe 3: Rechteckige Platte mit ortsabhiangiger Dichte

Eine diinne Platte liegt wieder in der zy-Ebene mit —a < x < a und —b < y < b. Die Flachendichte ist
nun nicht konstant, sondern

o(z,y) = o9 (1 + AZ) . M < 1
Die Platte ist rechts schwerer, falls A > 0.

1. Zeigen Sie, dass die Gesamtmasse M unabhangig von A ist.

2. Berechnen Sie den Schwerpunkt g = (zg,ys,0).
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3. Berechnen Sie den Trégheitstensor I'Y/ beziiglich des Ursprungs.

4. Verschieben Sie den Tensor mit dem Satz von Steiner zum Schwerpunkt S. Welche Komponenten
dndern sich?

5. Erklaren Sie in Worten, warum der Ursprung nicht mehr der Schwerpunkt ist, obwohl das Integrati-
onsgebiet symmetrisch ist.



2 Satz von Steiner fiir zusammengesetzte Korper

Aufgabe 4: Zwei Kugeln und ein diinner Stab

Zwei homogene Vollkugeln mit Radius R und Masse m sind durch einen diinnen homogenen Stab der
Lénge L und Masse mg verbunden. Die Mittelpunkte der Kugeln liegen auf der z-Achse bei x = +L/2.
Der Stab liegt ebenfalls auf der xz-Achse. Gesucht ist der Trégheitstensor des Gesamtkorpers beziiglich des
Gesamtschwerpunkts S, der im Ursprung liegt.
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1. Notieren Sie die bekannten Schwerpunkt-Tensoren einer Vollkugel und eines diinnen Stabes.
2. Berechnen Sie den Beitrag jeder Kugel zu I (%) mit dem Satz von Steiner.

3. Berechnen Sie den Beitrag des Stabes zu IS,

4. Addieren Sie die drei Tensoren.

5. Welche Achse hat das kleinste Tragheitsmoment? Begriinden Sie physikalisch.

Aufgabe 5: L-formige diinne Platte

Eine L-formige diinne Platte mit konstan- Y
. . . A

ter Flachendichte g entsteht aus zwei

Rechtecken:

e Rechteck A: Breite 2a, Hohe b, Mit-
telpunkt bei (0, 0).

e Rechteck B: Breite a, Hohe 2b, Mit- B
telpunkt bei (—a/2,3b/2).

Die beiden Rechtecke beriihren sich an ei-
ner Kante und iiberlappen nicht. Die Plat-
te liegt in der xy-Ebene.
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1. Berechnen Sie die Massen M4, Mp und den Gesamtschwerpunkt S.

2. Schreiben Sie die Schwerpunkt-Tensoren I 545‘4) und I SBSB ) der beiden Rechtecke auf.
3. Verschieben Sie beide Tensoren mit dem Tensor-Satz von Steiner zum Gesamtschwerpunkt S.
4. Addieren Sie die Tensoren zum Trégheitstensor der L-Platte.

5. Entscheiden Sie, ob 12 verschwindet. Begriinden Sie geometrisch.



Aufgabe 6: Diinne Kreisscheibe, senkrechter Achsensatz und Steiner

Eine homogene diinne Kreisscheibe mit Radius ¢ und Masse M liegt in der xy-Ebene. Ihr Mittelpunkt S
liegt im Ursprung. Aus der direkten Ringintegration ist bekannt:

19 = %MaQ.
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In dieser Aufgabe verwenden Sie zuerst Symmetrie und den Satz der senkrechten Achsen. Danach verschie-
ben Sie die Achse mit dem Satz von Steiner.
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1. Begriinden Sie mit Rotationssymmetrie in der Scheibenebene, warum Igﬁi) = 755) gilt.

2. Verwenden Sie den Satz der senkrechten Achsen fiir ebene Korper:
S S S
19— 1)+ 1),
Bestimmen Sie daraus Ig) und Ig(,g).
3. Begriinden Sie, warum die Nichtdiagonalelemente des Trégheitstensors verschwinden.

4. Schreiben Sie den vollstdndigen Tragheitstensor I () der Scheibe als Matrix.

5. Bestimmen Sie mit dem Satz von Steiner das Tragheitsmoment um die Tangentialachse x = a, die
parallel zur y-Achse durch den Rand der Scheibe l4uft.
)

6. Kontrollfrage: Warum darf man fir die Tangentialachse nicht I 2(5 + Ma? verwenden?



