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1 Ziel der Herleitung
Gesucht ist eine Herleitung des zweiten Kepler'schen Gesetzes. Die zentrale Idee ist:

- o - dA
Zentralkraft = M =0 = L = konstant =— o = konstant.

2 Kleine iiberstrichene Flache

Fir ein kleines Zeitintervall dt kann das Bahnstiick lokal durch eine kurze Gerade angenédhert werden.

1. Der erste Ortsvektor zeigt vom Zentralgestirn zum Planeten. Der zweite Ortsvektor zeigt zum sehr
nahe benachbarten Punkt auf der Bahn. Die Differenz der beiden Vektoren ist ndherungsweise das
kleine Bahnstiick.

2. Fiir sehr kleine Winkel ist der gekriimmte Bahnbogen ndherungsweise gerade. Die iiberstrichene Flache
ist dann naherungsweise ein Dreieck mit Spitze im Zentralgestirn.

3. Eine Seite des Dreiecks ist ndherungsweise der Ortsvektor mit Lénge r. Die zur Richtung von 7 senk-
rechte Komponente der Verschiebung ist fiir einen kleinen Winkel df néherungsweise r df. Ein mogli-
cher radialer Anteil der Verschiebung trégt zur Dreiecksfliche nicht bei.

4. Damit gilt

3 Flachengeschwindigkeit und Drehimpuls

Die Kreuzproduktform ist dieselbe Aussage wie die Dreiecksformel aus Abschnitt 2. In Polarkoordinaten gilt
fiir eine kleine Verschiebung
dr'=dré, +rdfep.

Mit 7= r &, folgt
Fx dif =18 x (dré. +rdfep) =r?dd (& x &),

weil €. x & = 0. Der radiale Anteil dr €, erzeugt also keine Flache.

1. Der Betrag des Kreuzprodukts ist
|7 x dr| = |F]|dF] sin o

Das ist Grundseite mal Héhe und damit die Fliche des von 7 und dr aufgespannten Parallelogramms.

2. Die uberstrichene kleine Fliche ist nicht das ganze Parallelogramm, sondern das zugehorige Dreieck.
Deshalb kommt der Faktor % hinzu:

1
dA = 5 |7 x dr].
3. Mit di = v dt folgt
1 1
Division durch dt liefert
dA 1,
— == |Fx7
t 2



4. Aus

L=mixd
folgt
XU = H
m
Also .
A _ |L]
dt  2m’

5. Wenn L erhalten ist, ist auch |L| konstant. Fiir konstante Masse m ist daher

dA ||
— = — = konstant.
dt 2m

6. Die Bahn liegt in einer festen Ebene senkrecht zu L. AuBerdem ist % konstant, also wird in gleichen
Zeitintervallen jeweils die gleiche Fléche tiberstrichen.

4 Flachensatz
1. Bei einer Zentralkraft ist F parallel oder antiparallel zu 7, also F=F (r) €.. Daher gilt
M=7xF=0.

Mit M = I folgt

I
=

also ist L konstant.

2. Der Vektor L = m x @ steht senkrecht auf ¥ und auf ¥. Wenn L als Vektor konstant ist, dann liegt
7 zu jedem Zeitpunkt in derselben Ebene senkrecht zu L durch das Zentralgestirn. Daher bleibt die

Bahnebene fest.

3. Der Fliachensatz lautet: Der Ortsvektor {iberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fliachen. Das ist das
zweite Kepler’sche Gesetz.

5 Ellipsenfliche und Umlaufzeit

1. Bei konstanter Flachengeschwindigkeit gilt fiir einen vollstdndigen Umlauf:

gesamte Flache = Fliachengeschwindigkeit - T

2. Fiir die Ellipse ist Agpipse = mab. Also

dA
T . % == 7TCLb.
Aufgelost nach der Flachengeschwindigkeit:
dA _ mab
d T
3. In

aA_ 1,0

at 2 dt

ist bei einer elliptischen Bahn sowohl r als auch 0= Z—f im Allgemeinen nicht konstant. Das Produkt
r20 bleibt aber konstant.



6 Mittlere Bewegung n

1. Aus

folgt

2. Damit wird
dA_mab 7 abn

a - T T 2
3. n ist eine mittlere Winkelgeschwindigkeit iiber den ganzen Umlauf. Die momentane Winkelgeschwin-

digkeit 0 kann sich entlang der elliptischen Bahn &ndern. In Sonnennéhe ist sie gréfer, in Sonnenferne
kleiner.

7 Die Zielgleichung in Ellipsenparametern

1. Gleichsetzen liefert

rido _ abn
2.dt 2
2. Multiplikation mit 2 ergibt
er—e = abn
a
3. Multiplikation mit dt liefert
r?df = abn dt.

4. Fir festes dt und konstante rechte Seite muss df grofler werden, wenn r kleiner wird. Der Planet
bewegt sich also nahe am Zentralgestirn mit groflerer Winkelgeschwindigkeit.



