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1 Ziel
Sie iiben eine systematische Methode fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten:
ajj+ by + ey = g(1).

Die Grundidee ist:

y(t) = () + Y (#)|

Dabei ist yy, die allgemeine Losung der homogenen Gleichung und Y eine passende partikuldre Losung
der inhomogenen Gleichung.

2 Aufwirmen: erste Ordnung

Wir beginnen mit Gleichungen erster Ordnung, weil der Exponentialansatz dort besonders klar sichtbar
wird.

Methode fiir die homogene Gleichung erster Ordnung

Fir
ay+by=20

probieren wir
y = Ce".

Einsetzen ergibt die charakteristische Gleichung
ar+b=0.
Also:
.yl =Ceal,
Aufgabe 1: Homogene Gleichungen erster Ordnung

Losen Sie die Gleichungen mit dem Ansatz y = Ce™.

1. y+3y=0

2. 2y —5y=0



3. y+wy=20

4. Physikalischer Kontext: Ein Korper erfihrt eine Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit.
mv + yv = 0.

Bestimmen Sie v(t).

Aufgabe 2: Erste Ordnung mit einfacher inhomogener rechter Seite

Hier ist die rechte Seite konstant. Probieren Sie zusétzlich zur homogenen Lésung eine konstante parti-
kulédre Losung Y = A.

U+ 2y = 6.

1. Homogene Losung:

Yn(t) =

2. Ansatz fiir eine partikulidre Losung:

Y(t) =

3. Einsetzen und A bestimmen:

W

. Allgemeine Losung:

y(t) =

3 Homogene Gleichungen zweiter Ordnung

Jetzt betrachten wir Gleichungen der Form

aj +by+cy=0.

Methode fiir die homogene Gleichung zweiter Ordnung

Ansatz:
y = Ce.
Einsetzen ergibt:
ar? +br +¢=0.
Zwei reelle Nullstellen 7, # ro yn = Cret 4 Coe™t
Doppelte Nullstelle r yn = (C1 + Cat)e™
Komplexe Nullstellen » = X\ £+ ip yn = e (O cos(ut) + Cysin(ut))



Aufgabe 3: Nur homogene Lisungen

Bestimmen Sie jeweils die charakteristische Gleichung, die Nullstellen und die allgemeine homogene
Losung.

1.
i — 5y + 6y = 0.
2.
J+4y+4y = 0.
3.
y+9y =0.

4. Physikalischer Kontext: ungedampfter harmonischer Oszillator

i+ wiz = 0.

4 Inhomogene Gleichungen: Ansatz wihlen

Methode der unbestimmten Koeffizienten

Fur
aj + by + cy = g(t)

gehen wir so vor:

1. Homogene Losung 1, bestimmen.

2. Falls notig: rechte Seite zerlegen,
9(t) = g1(t) + g2(t) + - ..

3. Fir jeden Term g;(t) einen passenden Ansatz Y;(t) wéhlen.

4. Alle partikuldren Ansédtze addieren:
Y(t)=Yi(t) + Ya(t) + ...

5. Y einsetzen und die unbekannten Koeflizienten bestimmen.

6. Erst am Ende: gegebene Anfangs- oder Randbedingungen einsetzen.



Ansatztabelle

P,,(t) bezeichnet ein Polynom vom Grad n, also z. B. Py(t) = at? + 5t + 4.

Term in g(t) Ansatz fiir Y (t)

P,(t) t(Apt™ + Ay 1t" L4+ At + Ap)

P, (t)eM t3(Apt™ 4+ Ay 1t" o At + Ag)e
Py (t)eM cos(ut) und/oder  t5(Q,(t))eM cos(ut) + 5 (R (t))eM sin(ut)
Py, (t)eM sin(ut)

Dabei sind Q,,(t) und R, (t) allgemeine Polynome vom Grad n mit verschiedenen unbestimmten Koeffi-
zienten.

Aufgabe 4: Nur den Ansatz wihlen

Bestimmen Sie nur einen geeigneten Ansatz fiir Y'(¢). Noch nicht einsetzen.

1.
§+ 3742y =52 — 4t + 1.
Y(t) =
2.
i —y=(3t—1)e*.
Y(t) =
3.
§j + 49 + 8y = Te ' cos(3t).
Y(t)=
4.
i + 5y + 6y = 2t + 3¢’ — cos(t).
Y(t) =




5 Inhomogene Gleichungen: die drei Grundtypen

Typ A: Polynom auf der rechten Seite

1. Loésen Sie:
7+ 3y + 2y =4t — 1.

(a) Homogene Losung:

(b) Ansatz:

(c) Einsetzen:

(d) Allgemeine Losung:

y(t) =

Typ B: Polynom mal Exponentialfunktion

1. Losen Sie:
i —9—2y=(2t+1)e*.

(a) Homogene Losung;:

(b) Ansatz:
Y(t) =

(c) Einsetzen und Koeffizienten bestimmen:

(d) Allgemeine Losung:

y(t) =



Typ C: Sinus/Cosinus, ggf. mit Exponentialfaktor

1. Losen Sie:
i+ 49 + 8y = e ' cos(2t).

(a) Homogene Losung:

(b) Ansatz:
Y(t) =

(c) Einsetzen und Koeffizienten bestimmen:

(d) Allgemeine Losung:

y(t) =

Typ D: Zusammengesetzte rechte Seite

1. Losen Sie:
i+ 59 + 6y =t + 2e’ + 3cos(t).

(a) Zerlegen Sie die rechte Seite:

q(t) = 92(t) = g3(t) =

(b) Wahlen Sie fiir jeden Term einen Ansatz:

(c) Gesamtansatz:

Y(t) = Yi(t) + Ya(t) + Ya(t) =

(d) Losen Sie die Gleichung vollstandig.



6 Zusatziiberlegung: Wann braucht man den Faktor ¢°7

Merksatz zu s

Der gewihlte Ansatz fir Y (¢) darf keinen Term enthalten, der schon in der homogenen Losung yy(t)
vorkommt.

Falls doch, multiplizieren wir den Ansatz mit ¢°.

s = kleinste Zahl, sodass kein Term des Ansatzes mehr in gy vorkommt.

Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung gilt typischerweise:

s =0, 1 oder 2.

Aufgabe 9: Resonanz erkennen und s bestimmen
Bestimmen Sie yy,(t), den naiven Ansatz und den korrigierten Ansatz.

1. Erste Ordnung:

Yy — 2y = e?t,
yn(t) =
Naiver Ansatz:
Ynaiv(t) -
Korrigierter Ansatz:
Y(t) =
2. Einfache Uberlappung:
i — 3y + 2y = €.
yn(t) =
Naiver Ansatz:
Ynaiv(t) -
Korrigierter Ansatz:
Y(t) =
3. Doppelte Uberlappung:
i—29+y=e.
yn(t) =
Naiver Ansatz:
Ynaiv(t) —
Korrigierter Ansatz:
Y(t) =

4. Trigonometrische Resonanz:
i+ 4y = sin(2t).

Yn(t) =

Naiver Ansatz:
Ynaiv (t) -

Korrigierter Ansatz:

Y(t) =




7 Abschlussaufgaben mit Rahmenbedingungen

Wichtig

Bei Rahmenbedingungen gilt dieselbe Reihenfolge wie oben:

Erst allgemeine Losung finden, dann Bedingungen einsetzen.

Die Konstanten C und Cy gehoren zur homogenen Losung. Sie werden erst am Ende bestimmt.

Aufgabe 10: Anfangsbedingungen bei Resonanz

Losen Sie vollstéandig:
P+2i+z=e", z(0) =0, #(0) = 1.

1. Homogene Losung bestimmen.

2. Entscheiden Sie, welcher Wert von s gebraucht wird.

3. Partikulare Losung bestimmen.

4. Allgemeine Losung x(t) = zp(t) + X (t) aufstellen.

5. Anfangsbedingungen einsetzen und C4, Co bestimmen.



Aufgabe 11: Randbedingungen an zwei Zeitpunkten

Losen Sie vollstéandig:

j+dy=8sin(2t),  y(0) =

1. Homogene Losung bestimmen.

2. Erkldren Sie, warum hier s # 0 gilt.

3. Partikuldre Losung bestimmen.

4. Allgemeine Losung aufstellen.

5. Randbedingungen einsetzen und C7,Cy bestimmen.



