Differentialgleichungen losen — Losungen

Thomas Weatherby
Theo I — Woche 3

Aufgabe 1
1. y+3y=0:r+3=0, also
y(t) = Ce™3.
2. 2y —by=0:2r—5=0, also
y(t) = Ce?'’
3. y+wy=0:r4+w=0, also
y(t) = Ce ",
4. mo+~yv =0 mr+vy=0, also
v(t) = Ce™m?.
Falls v(0) = vg gegeben ist, gilt C' = vy.
Aufgabe 2
U+ 2y =6.
Die homogene Gleichung liefert
yh(t) = Ce™ 2,

Fiir eine konstante rechte Seite wéahlen wir Y (t) = A. Einsetzen ergibt

0+24=6, A=3.

Damit ist
y(t) = Ce ™2 43,
Aufgabe 3
1.
§—5y+6y=0  r2—=5r+6=(r—2)(r—3).
Also
y(t) = Cre® + Coe’.
2.
§+ 4y + 4y =0, 24 dr+4=(r+2)>%
Also
y(t) = (Cy + Cot)e 2t
3.
j+9y =0, r?+9=0, r==3i.
Also

y(t) = C1 cos(3t) + Casin(3t).



Also

Aufgabe 4

1.

i+ wir =0, r = *iwp.

x(t) = C7 cos(wpt) + Ca sin(wot).

G437+ 2y =5t — 4t + 1.

Ein passender Ansatz ist

Y(t) = At> + Bt + D.

i —y= (3t —1)e*.

Ein passender Ansatz ist

Y (t) = (At + B)e*.

i+ 49 + 8y = Te ' cos(3t).

Ein passender Ansatz ist

Y (t) = e *(Acos(3t) + Bsin(3t)).

i + 5y + 6y = 2t + 3¢’ — cos(t).

Ein passender Ansatz ist

Aufgabe 5

Homogen:

Ansatz:

Y (t) = At + B + Ce' + D cos(t) + Esin(t).

G4 30+ 2y = 4t — 1.
243 +2=(r+1)(r+2), yn = Cre~ ! 4+ Che™ 2.

Y =At+ B.

Dann gilt Y’ = A und Y” = 0. Einsetzen:

Koeffizientenvergleich:

0+ 3A+2(At + B) = 4t — 1.

24=4, 3A+2B=-1.

Also A=2und B = —%. Damit

7
y(t) = Cre ! + Che 2 + 2t — 3



Aufgabe 6

-9 —2y=(2t+1)e*.

Homogen:

r?2—r—2=(r—2)(r+1), yp = Cre® 4+ Coe™t.

Ansatz:
Y = (At + B)e¥.

Fir u = At + B gilt
(D? — D — 2)(e3u) = e3(D? + 5D + 4)u.

Also
3 (4At + 5A +4B) = (2t + 1)e.

Koeffizientenvergleich:
4A =2, 5A+4B = 1.

Daraus folgt

1
asl gl
2 8
Damit 3
y(t) = Cre® + Che ™t + (t — ) 3t
2 8
Aufgabe 7
i+ 49 + 8y = e ' cos(2t).
Homogen:
r? 4+ 4r+8=0, r=—2+2i.
Also
yn = e 2(C1 cos(2t) + Cysin(2t)).
Ansatz:

Y = e "(Acos(2t) + Bsin(2t)).
Mit dem komplexen Ansatz gilt
A= —1+2i, N AN+ 8 =1+ 4.
Daher .
I 1-4
1+4i 17 °

Die reelle partikulére Losung ist

1 4
Y =e ' == cos(2t) + —sin(2¢) ) .
e (17cos( t)+1781n( t))

Damit

17

y(t) = e 2 (Cy cos(2t) + Casin(2t)) +e~* <1 cos(2t) + 4 sin(2t)

17

).



Aufgabe 8

i+ 59 4 6y = t + 2e’ + 3 cos(t).

Homogen:
P25+ 6=(r+2)(r+3),  yn=Cre ¥+ e
Zerlegung:
at) =t gt)=2¢",  gs(t) = 3cos(t).
Ansatz:
Y1 = At + B, Y, = Ceéf, Y3 = D cos(t) + E'sin(t).
Fir Y1: 1 5
6At+5A+6B =1 A==, B=-——.
oA ' 6’ 36
Far YQZ 1
(1+5+6)Ce' =2¢', C= 5
Fir Ys:

(D cos +Esin)"” + 5(D cos +Esin)’ + 6(D cos +F sin)
= (5D + 5E) cos(t) + (5E — 5D) sin(t).

Koeffizientenvergleich mit 3 cos(t) ergibt

3 3
+ 5 0, 10
Damit . . . 5 ;
y(t) = Cre™ + Coe ™ + ot t éet + g cos(t) + 75 sin(t).
Aufgabe 9
1.
Yy — 2y = e?t,
Yh = Cth, Yiaiv = Aezt, Y = Ate*.
2.
j—3y+2y=e.
Po3rt2= (-1 -2), g = Ciel + oo
Yoaiv = Ael, Y = Atet.
3.
i—29+y=e.
r?=2r+1=(r-1)> yn = (C1 + Cat)e".
Yoaiv = Ael, Y = At%el.
4.

§ + 4y = sin(2t).
yn = C1 cos(2t) + Casin(2t).
Yhaiv = ACOS(Qt) +B sin(2t), Y = t(A COS(2t) + B Sin(2t)).



Aufgabe 10

P2 ta=ef z(0) =0, #(0) = 1.

Homogen:
P 4+2r+1=(r+1)?%  an=(C1+Cat)e "

Da e~ bereits mit Vielfachheit 2 in der homogenen Loésung vorkommt, gilt s = 2. Ansatz:
X = At?e7t.
Mit (D + 1)? gilt
(D? 42D +1)(At?e™!) = e 'D?(At?) = 24e7 L.
Also 2A =1 und

1
X = —t?e .
D) (§

Die allgemeine Losung ist

1
z(t)=e! <Cl + Oyt + 2t2) .

Aus z(0) = 0 folgt C1 = 0. Setze

f(t)=C1 + Cot + 1zt2, o' (t) = e I (f(t) — f(1)).

2
Dann
aj/(o):CQ_Cl:17 CQ:]_
Damit L
z(t) =e <t+ 5! )

Aufgabe 11

.. 7T

j+4y =8sin(2t),  y(0) =0, y<4) -t
Homogen:

r?+4=0, r = +£2i, yn = C1 cos(2t) + Cysin(2t).
Der naive Ansatz A cos(2t) + Bsin(2t) liegt bereits in der homogenen Losung. Deshalb gilt s = 1.

Ansatz:
Y = t(Acos(2t) + Bsin(2t)).

Einsetzen liefert
Y" +4Y = 4B cos(2t) — 4Asin(2t).

Vergleich mit 8sin(2t):
AB=0, —4A=8, A=-2 B=0.

Also
Y = —2tcos(2t).

Die allgemeine Losung ist
y(t) = Cy cos(2t) + Cysin(2t) — 2t cos(2t).

Aus y(0) = 0 folgt C; = 0. Weiter:
T (T T T\
y<4> =9 8111(2) — 21 COS<2> = (.

y(t) = sin(2t) — 2t cos(2t).

Also Cy = 1 und



